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Soit R un anneau de Dedekind de corps des fractions K; soit 3 un ordre 
de R dans une K-algebre semi-simple A de dimension finie sur K. On se 
donne un ensemble fini S de places de R. 
La .Y’-theorie algebrique permet de classifier les ID-modules de type fini au 
moyen des groupes de Grothendieck. En particulier, elle s’interesse au groupe 
.~&IJ) des classes des D-modules projectifs (Heller et Reiner 181) et au 
groupe ,Y@J) (resp. .Y@(a)) des classes des a-modules de type fini 
relativement aux suites exactes (resp. relativement aux sommes directes) 
(voir Bass [ 1 ] et Reiner [ 141). De nombreuses descriptions de ces groupes 
ont ete don&es. En particulier, Frohlich a construit un homomorphisme, 
Det, a partir de la norme riduite, permettant de donner une nouvelle 
description du groupe X,(a) [6]. Cette description a donne une nouvelle 
formulation des proprittts fonctorielles de .X;(a) et a permis de prtciser la 
structure de module de Frobenius de .X0(a) lorsque a est une algebre de 
groupe R[T] sur R (Cassou-Nogues [3]). En outre, Friihlich puis Taylor et 
Cassou-Nogues ont montre que cette description est particulierement bien 
adaptee a l’ttude de la structure galoisienne des anneaux d’entiers d’ex- 
tensions modtrement ramifiees. 
Le but de cet article est de generaliser ces resultats. Tout d’abord on 
dtfinit deux nouveaux types de groupes de Grothendieck; le premier, note 
<Xi(%), permet de classifier les modules localement projectifs en dehors de 
S; le second, note y’,(a), est associe aux suites exactes localement scindees 
en dehors de S; il donne une classification plus fine que celle de :fO(%). Ces 
definitions permettent d’unifier les groupes de Grothendieck consider& 
jusqu’ici. En combinant les mithodes introduites par Frohlich [6] et Heller 
[ 7 1, on donne une description de ces groupes generalisant celle de Frohlich et 
donnant en particulier une nouvelle description de gob(a) et .Y&). 
La motivation principale de cet article est la situation suivante: I’ordre 
consideri est I’algebre de groupe Z[T] d’un groupe fini r, groupe de Galois 
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d’une extension N/K de corps de nombres; alors l’anneau Z, des entiers de N 
est un L[T]-module localement projectif aux places moderiment ramifiees 
dans N/K. L’etude de la classe de L, dans les groupes .Xt(Z[T]) et 
.Z’k(.Z[r]) fera l’objet de deux articles [3, 41. 
Dans le paragraphe 1, on donne les definitions de .7”,(a) et Xi(B) et on 
montre l’existence de suites exactes analogues a celle de Heller et Reiner IS]. 
Le paragraphe 2 generalise les questions de rationnalite des representations 
de groupes aux representations d’algebres &parables de dimension finie (voir 
[ 161). Ce paragraphe est utilise pour donner une nouvelle description du 
groupe de Grothendieck .V A(B) des ‘Bmodules de torsion (paragraphe 3). 
On y rappelle et generalise la definition de l’application Det introduite par 
Frohlich. Ceci permet, dans le paragraphe 4, de decrire les groupes .Z “,(a) 
et ,ivg(%) pour un ordre arithmetique 3. Le paragraphe 5 donne les 
proprietes fonctorielles de ces groupes. On termine en donnant des exemples 
de calculs de groupes Y .&(Z! [T]) pour des algebres de groupes 
(paragraphe 6). 
Notation. Pour tout anneau A, on note A* le groupe des elements inver- 
sibles de A. 
1. S-GROUPES DE GROTHENDIECK 
Soit R un anneau de Dedekind de corps des fractions K, et soit S une 
partie de l’ensemble .9(R) des ideaux premiers de R. L’indexation par un 
element p E P(R) designera la completion en p. 
Soit TJ un ordre de R dans une K-algebre A semi-simple et de dimension 
finie sur K. 
A toute categoric % de B-modules de type fini, on associe le groupe 
abelien libre T(V) engendre par les classes d’isomorphisme (M) des modules 
M de % et le sous-groupe ,T;(@“> de Z(q) engendre par les elements de la 
forme (M) - (M’) - (M”), oti M, M’ et M” sont des objets de W verifiant: il 
existe une suite exacte 0 +M’ J M3 M” ---) 0 telle que, pour tout 
p E “B(R) - S, la suite 0 + ML “P, M, 2 Mb’+ 0 est scindee. 
D~~FINITION 1.1. On appelle S-groupe de Grothendieck de g le groupe 
quotient .Y(5T)/<Y.;(V). On le note ,X:(g). 
On note ]M], la classe dans ~%‘(~)/.Y~~(~) d’un module M de %T. 
On s’interesse en particulier aux trois categories suivantes: 
g(n) la categoric des B-modules de type fini sans R-torsion; 
cLP> la categoric des a-modules M de type fini saris R-torsion et 
tels que M, est un %,-module projectif pour tout p E 9(R) - S; 
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Gm la categoric des D-modules M de type fini saris R-torsion et 
tels que Mp est un I),-module libre pour tout p E .9(R) - S. 
On a 9$(B) c @$D) c 5??(D). 
On note .Yg(ID) (resp. <F:(B)) le S-groupe de Grothendieck de g(D) 
(rev. of@>). 
Comme on le montrera plus loin (corollaire 1.7) le S-groupe de Grothen- 
dieck de Ff,(!D) se decrit a l’aide de .Z’~(B). 
Pour faire le lien avec les groupes de Grothendieck deja connus, on choisit 
quelques ensembles S particuliers. 
Tout d’abord si S est vide, on note plus simplement ,&(g) le groupe 
.X’:(g). Ainsi ,X;(D) est l’habituel groupe de Grothendieck de la catigorie 
des B-modules projectifs et F,(B) est le quotient de .Y(%?(D)) par le sous- 
groupe engendre par les elements de la forme (M’ @ M”) - (M’) - (44”). 
Ensuite si S est gros, plus precisement si S contient l’ensemble X(B) des 
idtaux premiers p de R tels que ID, n’est pas un ordre maximal de R, dans 
A,, alors .?&(ID) est egal h Xi(B) et coh-rcide avec le groupe de Grothen- 
dieck note habituellement .FO(B). Ce groupe est le quotient de F(F(B)) par 
le sous-groupe engendre par les elements (M) - (M’) - (M”) ou M, M’, et 
M” sont des D-modules de @‘(a) qui sont simplement lies par une suite 
exacte. 
On a de plus 3’@) = .F?&nY’“’ et X’“(B) = .ivi nsca’(D). 
Les resultats precedents sont encore vrais si l’on remplace OF par l’en- 
semble des ideaux premiers p de R tels que 3, n’est pas un ordre hertditaire. 
On supposera pour la suite que S c.F(B). 
Entin soit S’ une partie de .P(R) contenant S. Le foncteur identitt definit 
un homomorphisme surjectif de F’&(B) sur %‘-“,‘(a), car .Yi(@?(B)) c 
.Yk@(B)). L’inclusion g;,(D) c @y;(B) permet de plonger ~F(@?~p(B)) dans 
3’(%?;(3)). Comme .Y@?‘s,(B))) est alors inclus dans .Y;,(~~~(B)), on en 
deduit un homomorphisme de .Z’~(D) dans .%$‘(a). 
PROPOSITION 1.2. Soient M et N deux B-modules de g’(B) (resp. 
gf”(B)). Alors [M] = [Nj dans .F@) (resp. .T’f(a)) si et seulement s’if 




scindkes localement pour tout idkal p E Y(R) - S. 
Dkmonstration. Voir A. Heller, lemme 2.1 [2]. 
Ainsi [M] = [N] d ans F,(B) (resp. X,(B)) si et seulement s’il existe un 
D-module U de F(D) (resp. %5&,(D)) et un isomorphisme de MO U sur 
NO U. 
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Soit p E Y(R) et soit gP une sous-categoric de 5F(CD,). On pose: 
J%q> = &wp) si p GC S, 
.LT;(~p) = xyy~p) si p E S. 
Ainsi 
%P,) = ZxqJ = %(qJ sipES 
et 
~~,“P,> = x,(‘D,)Y fGl(qJ = K&l) si p @ S. 
DI~FINITION 1.3. On appelle S-groupe des classes de B (resp. des classes 
projectives de II) le noyau de l’homomorphisme de .Y@) dans 
rI pE-PCR) Y@,) (resp. de Z’:(D) dans npEYCR) X”(Z),)) obtenu a partir 
des foncteurs d’extension des scalaires i BP. On note ce groupe ,!?$I) (resp. 
T;(n)). 
LEMME 1.4. Soit T un %nodule de type fini et soient 0 + M-, N -+ 
T-+ 0 et 0 + M’ + N’ + T+ 0 deux suites exactes oti M, N, M’, N’ sont des 
Wnodules de @(a). 
(1) Si N et N’ sont des B-modules de q”,(B), [M] - [N] = 
[M’] - [N’] duns F;(B). Si de plus M est un B-module de $JB), alors 
M’ E g;(B) et cette t!galite’ est vraie dans Xi(B). 
(2) Si T,= 0 pour tout p ELF(B) - S, [M] - [N] = [M’] - [N’] 
duns F&(B). 
Dkmonstration. Soit Q le produit fibre de N et de N’ au-dessus de T. On 
obtient un diagramme commutatif: 
O-M-+ Q -N/----+0 





Si N’ et N sont des D-modules localement projectifs pour tout 
pE.P(R)-S, les deux suites O+M+Q-+N’+O et O+M’+Q-+N+O 
sont localement scindees pour tout p E 9(R) - S. D’oti [Q] = [M] + [N’] = 
[M’] + [N] dans F&(B). Si de plus M est un %module de @y,(B), 
Q E V@); done M’ E F’s,(B); cette egalite est vraie dans ,X:(B). 
Sinon les deux suites precedentes sont scindies si p @G Y(B) car BP est un 
ordre maximal et si p E .F(a) - S car T, = 0. Done [Q] = [M] + [N’] = 
[M’] + [N] dans ~%‘&(a). 
DI~FINITION 1.5. On appelle S-genres de g’(a) les classes de B-modules 
de type fini sans torsion pour la relation d’equivalence 
MV,No 
1 
vp E P(R) - s, M, est isomorphe a N, 
VPE s, [M,] = IN,] dans $;(B,). 
Pour p @ S, M, est isomorphe a N, si et seulement si [M,] = ]N,] dans 
.3&),) car le theoreme de Krull-Schmidt est applicable aux a 6modules. 
COROLLAIRE 1.6. Le groupe .%;(a) est &ggal ci ([a”] - [Ml, a”V,M}. 
Si A est une K-a1gPbre s&parable, il existe un ordre !IR’ de R dans A 
contenant a et &rifiant !I$ = BP si p E S et 9X: est un ordre maximal de R, 
si p CZ S. Alors le groupe .t@) est kgal d {[a’] - [Ml, 9”V,M] et aussi d 
{ [(9JIs)fl] - [Ml, (!JJI”)” V,M} (M et IIJ7’ &ant consid&& comme des D- 
modules). 
De’monstration. Si A est separable, il existe un ordre maximal W 
contenant 3. 11 existe done bien un ordre 1132’ verifiant les conditions du 
corollaire. Soit x E [M’] - IM”] E,%;(B) (resp. .5?$~)); K OR M’ est 
isomorphe a K @R M”; il existe un homomorphisme cp injectif de M’ dans 
M”. Si A est separable, T’(B) est lini; on peut choisir v, tel que &Mb) = Mi, 
pour tout p E ,-F(T)) - S. Soit T = M”/q(M’). 11 existe deux suites exactes: 
O-M+%“+ T+O et O+M’+M”+ T-t0 verifiant les conditions du 
lemme precedent done [M’] - [M”] = [a”] - [Ml. On a [TJ;] = [M,] dans 
.FB(a,), pour tout p E .Y (33) - S. On en deduit que 33: est isomorphe a M, 
pour tout p G? S. Done M est dans le S-genre de a”. Si T est localement nul 
pour tout p E ,F(TJ) - S, T est Ws-module, il existe done une suite exacte 
0 + N’ + (‘3JIs)n + T+ 0 et le lemme precedent permet de conclure. 
COROLLAIRE 1.7. Soit .Xi(@y,(B)) le groupe de Grothendieck de la 
catkgorie %‘f@) et soit %Yt’(B) le noyau de l’homomorphisme de Xi(@f@)) 
&ns rIIpES(RJ .~~(W~,(a,)) obtenu d partir des foncteurs d’extension des 
scalaires d q. L’application qui ci [M] - [N] E P?ES(9) associe 
[M] - [NJ E.pi(B) est un isomorphisme. 
Si A est une K-algPbre s&parable, le foncteur restriction des scalaires de 
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YJI’ ti 3 d&nit un isomorphisme de 9?[‘(1137’) sur ,‘-“,(a), le foncteur 
extension des scalaires de a ci IIJ7’ dkfinissant l’isomorphisme rkciproque. 
On note Res& et ExtfS ces deux isomorphismes. 
Si S est vide, F?e’(TD) est l’habituel groupe des classes des B-modules 
localement libres, note gt(3). 
La deuxiime partie de ce corollaire a ete demontree par H. Jacobinski, 
191, dans le cas ou S est vide et K est un corps de nombres. 
Dkmonstration. La surjectivite de l’homomorphisme Vt”(Z3) + .d i(a) 
(resp. cFIs(YJRs) + %&(a)) dicoule du corollaire 1.6. Soit x E F:,(a) (resp. 
Pt”(%T”)) tel que x= [M] - [NI est d’image nulle dans .~?;(a) (resp. 
.a@)). 11 existe done trois modules U, V et W de F;,(B) (resp. V’(3)) et 
deux suites exactes: 
O+V+M@U+W+O et O+V+N@U+W+O 
localement scindees pour tout p E .9(R) - S. II existe en outre deux suites 
exactes 
o+ V’+an+ v-0 et o+ W’+D”+ w-0. 
Si V et W sont des a-modules de G?:,(B), W@ W’ et V@ I/’ sont des B)- 
modules de F;,(B). On pose U’ = V’ @ W’ @ U, on a deux suites exactes: 
O+ V@ V’-+M@ U’+ W@ W’+O et 
O+V@V’+N@U’-rW@W’+O 
scindees localement pour tout p E Y(R) - S. Si A4 et N sont des n-modules 
de g;,(B), U’ est aussi un B-module de G??,(B). Ceci demontre la premiere 
partie. Comme Wf = BP pour tout p E S, le foncteur extension des scalaires 
de 3 a llJls conserve les suites exactes localement scindees pour tout 
p E .P(R) - S. On a done deux suites exactes: 
D’apres le lemme 1.4, I’application de Cartan de X~(!UIs) dans 
X’~(Mod(YJIS)) est un isomorphisme; on identifira done ces deux groupes 
(Mod(m’) designe la categoric des YJIs modules de type fini). Done 
[Y-V’ &M] - [‘2X” & N] = 0 dans .T’~!ITs). 11 existe un %homomorphisme 
injectif v, de M dans N tel que q(M), = N, pour tout p E F(B) - S. On a 
done une suite exacte 0 -+ M-+” N -+ T-+ 0 avec T = N/q(M) tel que T, = 0, 




Le lemme 1.4 montre que [!W @,M] - [W @,N] = [M] - [N] dans 
T~(YJIm”). Cette derniere partie montre, en plus de l’injectiviti de l’application 
Res&, que l’application Ext r est l’isomorphisme reciproque. 
On se propose de montrer l’existence de suites exactes analogues a celle de 
Heller et Reiner etablie pour F&D) et a celle de Bass etablie pour &J%) 
(voir [ 1, p. 499; 81). On associe a ‘Z(D) la cattgorie, notee g(D)‘, suivante: 
les objets de F(D)’ sont les triplets (M, a, N) oti M et N sont des objets 
de g’(D) et a est un A-isomorphisme de K OR A4 sur K OR N, 
un morphisme de (M, a, N) dans (M’, a’, N’) est un couple (f, g) de D)- 
homomorphismes de M dans M’ et de N dans N’ respectivement et tels que 
a’ 0 f, = g, 0 a ou f, et g, proviennent de f et g par extensions des scalaires 
a K. Une suite exacte d’objets et de morphismes de cette categoric est done 
don&e par un diagramme commutatif 







g; O-K&N’- K oR N gp K&N”-0. 
Cette suite est dite scindee s’il existe deux sections s et t de f” et g” respec- 
tivement telles que a 0 s, = t, 0 a”. Par completion on ditinit de meme une 
suite localement scindie en p E Y(R). 
Soit g’ une sous-categoric de 5??(D)‘, on note AT!@‘) le quotient du 
groupe abelien libre engendre par les classes d’isomorphisme, encore notees 
(Zt4, a, N), des objets (M, a, N) de V’ par le sous-groupe engendre par les 
elements de la forme (M, a, N) - (M’, a’, N’) - (M”, a”, N”) ou ces trois 
objets sont lies par une suite exacte localement scindee en dehors de S et les 
elements de la forme (M, a/?, P) - (M, a, N) - (N, /I, P). On note [M, a, N] la 
classe de (AI, a, N) dans ce groupe. 
DI~FINITION 1.8. Soit 5F une sous-catigorie de q(D); on appelle S- 
groupe de Grothendieck relatif de 5F, le groupe ~~(~‘) ou F’ est la sous- 
categoric de %?(TJ)’ dont les objets sont les triplets (M, a, N) avec M, N 
appartenant a 57, et les morphismes sont dttinis comme ci-dessus. 
On note ,F,“,,,,(g) ce groupe et en particulier pour %? = g?(D) (resp. 
V = %?‘“,(B)), on le note .F&,,(D) (resp. Z&.,(D)). 
Le groupe Z’~,,,,(TI) “d t’f s 1 en 1te au groupe de Grothendieck de la categoric 
des D-modules de type fini et de R torsion qui sont quotients de deux 
modules localement projectifs pour tout p E .9(R) - S. 
Si S contient F(a), .A?‘&,,(%) est igal a F$,,,,(%) et ces deux groupes 
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s’identifient au groupe de Grothendieck de la categoric des B-modules de 
type tini et de R-torsion, note habituellement F:(B). L’application qui a 
(M, a, N) associe [N] - [M] se factorise en un homomorphisme, note v, de 
.T’&(~) dans Xi(g). 
DEFINITION 1.9. Soit %Y une sous-categoric de g(B); on appelle S- 
groupe de Whitehead de F’, le groupe X’“,(g”) oti g” est la sous-cadgorie 
de F(B)’ dont les objets sont les triplets (M, ax, M) 06 M appartient a g et 
aK provient par extension des scalaires a A d’un ‘D-automorphisme a de M 
(on notera plus simplement (M, a) les objets de F”). 
On note .T S(F) ce groupe et en particulier pour g = F:,(D) on le note 
,X’(D). Pour S vide ce groupe est I’habituel groupe de Whitehead .Z,(B) de 
la categoric des B-modules projectifs. Si S contient Y(B), .F~(F@)) est 
egal a ,Y’~(~(D)) et ces deux groupes sont notes F,;(a). 
Comme precedemment, on difinit pour S c .P(R) et p E .P(R) les groupes 
.iv&,(Vp) et X/s@& 
Pour F = F(33) ou q = g:(D) et pour tout A-module I’, il existe M dans 
‘6 et W un A-module tels que K OR M = I’@ W. L’application qui a 
{V, a] E.Ti(A) associe [M, a 0 l,, M] de Xi,,,,(F) ne depend pas du 
choix de W et de M. Elle se factorise en un homomorphisme, note 6, de 
,T,(A) dans ,Wq,,,(F). 
TH~OR~ME 1.10. Pour %? = gyp(D) ou 557 = @(a), la suite suivante est 
exacte: 
ou E designe l’homomorphisme obtenu a partir du foncteur d’extension des 
scalaires de R a K. 
Le noyau de 6 contient l’image de X:(V) par l’homomorphisme obtenu a 
partir du foncteur d’extension des scalaires de R ci K. 
Si S est vide, Pimage de .F’s(g) est &gale au noyau de 6. 
Demonstration. Voir A. Heller, propositions 4.1, 5.1 et 5.2 [7]. 
Notation. On note Z”(Z) le noyau de 6. 
COROLLAIRE 1.11. Supposons que A est une K-algdbre separable. La 
suite suivante est exacte 
02 v’ est le compose’ de l’homomorphisme v deX&,(9JIs) dans Xi(W’) et 
de l’homomorphisme Res& de 2F~(%Vs) dans y&(B) (corollaire 1.7). 
Demonstration. 11 est clair que le corollaire decoule du thioreme 1.10 et 
du corollaire 1.7. 
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PROPOSITION 1.12. Pour %? = g(B) ou 57 = @G(B), fapplication ,I,,,,, 
de c~i,rel(W dans Ope.PcRl SF;F,,,,(@p) obtenue ci partir des foncteurs Sex- 
tension des scalaires de R ci R, est un isomorphisme. 
Dkmonstration. Les S-groupes de Grothendieck relatifs sont engendres 
par les elements de la forme [M, CI, N]. Soit XC a(M) CT N, X E 5?; on 
a [M, a, N] = [M, a, a(M)] - IX, 1, a(M)] + [K 1, N] et [M, a, a(M)] = 
[M, 1, M] = 0. Les S-groupes de Grothendieck relatifs sont done engendres 
par les elements de la forme [M, 1, N] oti M et N sont deux B-reseaux d’un 
mime A-module tels que M c N et tels que NE ‘Z&(TJ) 
Nous allons construire un homomorphisme inverse de AO,re,. Soit 
[M, 1, N] E.Ti,,,,(g,) et T= N/M; T est un Bdmodule de type fini et de 
R,-torsion; T peut etre consider.6 comme le complete d’un D-module de 
torsion T’ dont l’annulateur dans R est une puissance de p. En ecrivant que 
T’ est le quotient d’un B-module libre: 
on trouve que pour p’ # p, U,, est isomorphe a ai, et [ Up,/3, DC] = [M, 1, N] 
dans eLe,(%) en utilisant le lemme 1.4. On en deduit que l’aplication op 
dtfinie par o,([M, 1, N]) = [U, /3, a”] ne depend pas du choix de U et 3” et 
we ~0,rel 0 qI, = Id. Soit (o l’application de @pe,PCRj.T’&,(V?p) dans .T0,re,(5F) 
definie par o((x,),,,,,,) = &E,PCRJ q&x,). On a &, 0 a, = Id. Recipro- 
quement, soit [M, 1, N] E Zi,r,, (“Z) tel que A4 et N soient deux Dreseaux 
d’un mime A-module V tels que N c A4 et NE F;,(B). En decomposant 
N/M en somme directe de ces composantes p-primaires et en utilisant le 
lemme 1.4, on montre que cp o A,,,,, = Id. 
Pour CF =%‘(a) ou W =$?;(a), on en deduit un diagramme commutatif 
ou les applications 1 sont obtenues a partir des foncteurs d’extensions des 
scalaires aux completes 
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Soit &Y;(A) le sous-groupe de n,,9t,,.Z[(A,) forme des elements 
wp&=w tels que xp appartienne a Z(@p(12)) pour presque tout p E 9(R). 
La commutativite du diagramme precedent et ia proposition 1.11 montrent 
que l’image de I,,, est incluse dans JA(A,) et que nPE9(R)ZS(gp) est 
inclus dans J&(A). On note U”(g) le groupe fl,,,P(R)ZS(gp) et en 
particulier pour g = g&(B), on pose U”(q) = U”(B). 
Le lemme du serpent applique au diagramme precedent, donne done le 
theorime suivant: 
TH!~OR!~ME 1.13. Pour F = g;;(B) ou g = g(D), il existe me suite 
exacte 
2. GROUPES DE GROTHENDIECK ET GROUPES DE WHITEHEAD 
D'UNE AL&BRE 
Soit K un corps et A une K-algebre de dimension finie. 
On se propose, dans ce paragraphe, d’etudier la structure de ~FO(A) et 
.X0(A), ainsi que l’action du groupe des automorphismes de K sur ces 
groupes. Si K est assez gros, on etablit une dualid entre -TO(A) et Z,,(A) 
stable par cette action. Ces resultats generalisent les proprietes bien connues 
des caracteres des groupes finis (voir [ 161). 
On se propose aussi d’etudier la structure des groupes de Whitehead, 
F;(A) et .&(A). La situation est plus compliquee que pour ,&(A) et XJA). 
On montre tout de meme que si K est assez gros, il existe un isomorphisme 
de .q(A) sur Hom(Xi(A), K*) commutant avec l’action du groupe des 
automorphismes de K. On retrouve ainsi la definition de l’application Det 
introduite par A. Frohlich [6]. 
Comme A est artinien, l’ensemble ,%A des classes d’isomorphisme de A- 
modules simples est une base de .Yb(A) sur L. Soit Rad(A) le radical de 
Jacobson de A. L’application canonique .?,(A/Rad(A)) dans .7,(A) est un 
isomorphisme ] 1, p. 4551. L’algebre A/Rad(A), &ant saris radical et 
artinienne, est semi-simple; d’ou .TO(A/Rad(A)) est egal a X,,(A/Rad(A)). 
Comme A est artinien, Rad(A) est nilpotent; done l’application 
M tt M/Rad(A) M definit un isomorphisme de .ZO(A) sur .if/,(A/Rad(A)). 
Pour tout [S] E.sAi9,, il existe un A-module projectif P, unique a 
isomorphisme pres tel que [S] = [P,/Rad(A) P,]. On voit done que .&(A) 
est libre avec pour base l’ensemble ,TA, egal a {[PSI, [S] E ,TA}. 
Comme pricedemment Y,(A/Rad(A)) est isomorphe a .F,(A) [l, p. 4551; 
mais il n’en est plus de mtme en general pour Xi(A) et cZ,(A/Rad(A)). Le 
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groupe .q(A/Rad(A )) se dtcrit a l’aide de la base sa de la facon suivante: 
soit [S] E .9A, D, le commutant de S, alors .Y,(A/Rad(A)) est isomorphe a 
n ISI~~T~ D,*lP; 3 D,* I ou ID,*, D,*] dtsigne le sous-groupe des com- 
mutateurs de Dg . L’algebre A/Rad(A) etant semi-simple, .X;(A/Rad(A)) est 
isomorphe a ,q(A/Rad(A)) et au quotient de GL(A/Rad(A)) = 
hr~~ GL,(A/Rad(A)) par son sous-groupe des commutateurs (voir [ 11). 
Soit P un A-module projectif et M un A-module quelconque, l’ensemble 
Hom,(P, M) a une structure de K-espace vectoriel. On obtient une fonction 
bilineaire de P et de M dans .X;(K), grace au fait que P est suppose projectif; 
d’ou en identifiant .W,(K) et Z au moyen de l’application de dimension sur K, 
on obtient une forme bilineaire, notie ( , )A de ,FJA) x ,&(A) dans Z. 
Soit a un A-automorphisme de M, l’application fw a of est un endo- 
morphisme de K-espace vectoriel de Hom,(P, M), encore note a; comme 
prectdemment on obtient une fonction biliniaire de P et de (M, a) dans 
.T,(K); d’ou en identifiant Xi(K) et K* au moyen de l’application deter- 
minant sur K, on obtient une fonction bilineaire de X0(A) x .%,(A) dans K*. 
On la note det,. 
Le corps K est dit assez gros, relativement a A, si pour tout A-module 
simple S, le commutant de S est isomorphe a K. Une extension K de K est 
dite assez grosse, relativement a A, si les commutants des I?@, A-modules 
simples sont des corps isomorphes a K. 
PROPOSITION 2.1. La forme bilint!aire ( , )A est non dPgt!nne’rke. Si K est 
assez gros, cette forme met en dualite’ 2$JA) et J’;(A). 
Dkmonstration. Soient S et S’ deux A-modules simples. Comme S est 
annuli par Rad(A), Hom,(P,, , S) est isomorphe a Hom,(S’, S). Si 
[S] # [S’], on en conclue que [P,,] et [S] sont orthogonaux. Si [S] = [S’], 
Hom,(P,, , S) est isomorphe au commutant de S. Les bases 9A et 3?iipl, sont 
orthogonales; la forme ( , )A est done non degeneree. De plus si K est assez 
gros, HomA(S’, S) est isomorphe a K ou est nul. Les bases x?, et 59; sont 
duales l’une de l’autre par rapport a cette forme. Done PO(A) (resp. X0(A)) 
est isomorphe i Horn@;(A), Z) (resp. Hom(F’,(A), 77)). 
PROPOSITION 2.2. Soit Det l’application de F,(A) dans Hom(&(A), K*) 
dej?nie par: pour tout x E g,(A), Det(x) est l’homomorphisme qui d p dans 
,X,(A) associe det,@, x) = Det,(x). Si K est assez gros l’application Det est 
un isomorphisme de FI(A) dans Hom(&(A), K*). 
Dimonstration. Soit S un A-module simple et soitf, un homomorphisme 
de X0(A) dans K* tel que f,(x) = 1 pour tout x E 9; different de [P,]. 
Comme K est assez gros, le commutant de S est &gal a K; l’homothitie a de 
rapport fs([Ps]) est un A-automorphisme de S. On a Det([S, a]) =fs. 
Comme les applications f, engendrent Hom(Y$(A), K*) lorsque S parcourt 
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5&, l’application Det est surjective. L’injectivite decoule du fait que %Y,(A) et 
Horn (X0(A), K*) sont tous les deux isomorphes a nsE,S, (K*). 
Remarque 1. L’application Det, peut etre degtniree a gauche mime si 
K est assez gros (par exemple prendre A = IF, le corps a p elements). Si K 
n’est pas assez gros, l’application Det peut itre ni surjective ni injective (par 
exemple, prendre pour A une extension L de K, galoisienne; les elements de 
norme 1 sur K sont dans le noyau de Det et I’application Det est surjective si 
et seulement si I’application norme de L* dans K* est surjective). 
Remarque 2. En identifiant 3,(A) et flsEy, D~l[O,~, D,:], on se ram&e 
au cas ou A est un corps. Le groupe ,3,(A) est done isomorphe a 
A*/[A*, A*] et Hom(XO(A), K*) a K*, l’application Det devient 
l’homomorphisme norme de A * dans K* (voir 121, 5. 12, no 21). 
Pour la suite de ce paragraphe, on suppose que tous les A-modules simples 
sont sipparables sur K (voir [2, 9. 7, no 51). Cette hypothese entraine que les 
centres des cornmutants des A-modules simples sont des extensions 
&parables de K et qu’il existe des extensions galoisiennes E de K assez 
grosses. 
Soit E une extension galoisienne de K de groupe de Galois G. On pose 
A = E 0, A. Soit M un z-module de type fini et a un A-automorphisme de 
M. Pour tout g E G, on difinit sur le groupe additif M une nouvelle structure 
de A-module en posant: 
QA E i?, QaEA, QmEM (k@a).m=(g-‘(k)@a)m. 
On note IF le z-module ainsi defini. L’application A-lineaire a-definit une 
application, encore notte a, sur M g. Le groupe G opere done sur les quatre 
groupes ,VO(A), X&T), Fi(A) et cX,(X). 
L’extension des scalaires de K a K detinit un homomorphisme, note Ext:, 
de cFi(A) dand $(A) et de &(A) dans &(x) respectivement, pour i = 0, 1. II 
est clair que l’image de Ext! est incluse dans le sous-groupe forme des 
elements fixes pour G. 
PROPOSITION 2.3. Soit H un sous-groupe d’indicefini de G. 
(1) L_e groupe .%(A)” (resp. Z&)“) est un facteur direct de sO(,(A) 
(resp. .;V,(A)) de base l’ensemble CoEHIGXrW f pour x parcourant 5~‘~ (resp. 
.S$) ou G, dksigne le sowgroupe’ d’isotropie de x dam G. 
(2) Vx E.%;(x), Vy E S&f), Vz E q(x) et Vg E G, on a 
(x, Y>,- = (x”, yg>x et g(detAx, z)) = det,-(xg, z”). 
(3) Si K est assez gros, FO(.T)” (resp. &&T)H, FJX)“) est isomorphe 
Li Hom,,(&(x), Z) (resp. Hom,(.F,,(~)), Z), Hom,(XJA), K*)). 
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Demonstration. Elle decoule immediatement des definitions et des 
propositions 2.1 et 2.2. La premiere partie de la proposition ne s’applique 
pas a .%;(A) et .Fr(~) (prendre pour A le corps K). 
PROPOSITION 2.4. Soit A4 un x-module de type jini (resp. projectif) et 
soit p = [M] la classe de M dans ,FO@) (resp. .A’$(~)). Le sous-groupe 
d’isotropie G, de p dans G est d’indice jini. II existe un entier n tel que 
n CoEGIG,pU appartienne a l’image a’e Extz. 
Demonstration. Comme A? et x sont des K-espaces vectoriels de 
dimension finie, on voit qu’il existe une extension finie K’ de K incluse dans 
E et un K’ OK A-module de type tini M’ tel que G soit isomorphe a 
I? OK8 M’ (il suffn de prendre le corps engendre par les coefficients des 
matrices des endomorphismes definis par les elements d’une base de A sur K 
sur une base de A?i sur E). Le groupe d’isotropie de p contient le groupe de 
Galois H de z sur K’. L’application qui a A @ m’ E I?@, M’ associe 
(K’(A) @ m’),Ea,t, E ( @C/H (Z? @,, M’)“) est un isomorphisme de A- 
modules. On en deduit que [G, : H] CvEG,aPpO = ]K@, M]. 
On appelle indice de Schur de p E 3#) (resp. .&@)) (relativement a 
l’extension K/K) le plus petit entier n verifiant la condition de la proposition 
precedente. On le note s@, K/K). 
PROPOSITION 2.5. L’application Ext: est un homomorphisme injectif de 
%,,(A) (resp. .&(A)) dans .30(~)G (resp. .&(i))“). 
Demonstration. Soit S un A-module simple; comme Rad@) est 
isomorphe a K OK Rad(A) (car I? est une extension separable de K), K 0, S 
est annule par Rad(2); I?@, S est done un x-module semi-simple. Soit T un 
A-module simple non isomorphe a S; HomAE 0, S, K@, T), qui est 
isomorphe a I?aK Hom(S, T) est nul. On en tire que Ext: transforme la 
base .3’,, (resp. .W,i) en un systeme libre. Done l’application Extf est 
injective. 
PROPOSITION 2.6. L’image de I’application Extf est le sous-L-module de 
Y~(~)G (resp. .&,(~)G) engendre’ par ~01, K/K) ~OE_G,GXf, ou x E .-SK (rev. 
A?$-). Si S(JY, K/K) = 1, Vx E 9Z, l’application Extg est un homomorphisme 
sur .5&?)G (resp. .&(A)‘). Si K est assez gros .Y$f)’ (resp. &(A)‘) est 
Pgal a .&(A) (resp. .&(A)). 
Demonstration. La premiere partie est une consequence immediate des 
propositions 2.5 et 2.4. Soit S un A-module simple et soit S un sous-z- 
module simple de K@, S, qui est semi-simple. La demonstration de la 
proposition 2.5, montre que le cornmutant de Z?@, S est isomorphe a K, si 
K est assez gros; done Z?@, S est simple et isomorphe a S. Ceci montre 
l’egalite .3&T) = F&T))” (resp. .3&T) =.X,(X)G). 
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On dit que la K-algebre A est decomposee si les commutants des A- 
modules simples sont des corps commutatifs. Alors pour toute extension 
galoisienne I? de K on a sol, K/K) = 1, Vx E .5FK ou 92 et l’application Extf 
est une injection directe. 
Pour la suite on suppose que g est une extension assez grosse de K. 
TH~OR~ME 2.1. Par extension des scalaires et dualite’, on obtient deux 
homomorphismes inject@: 
.3&l) + Hom,(XO(x), Z), 
,&(A) + Hom,(.YO(z), Z). 
Ces deux homomorphismes sont surjectifs si et settlement si la K-algebre A 
est decompose’e. 
Si A est une K algebre decomposee, par dualite’ et extension des scalaires, 
on obtient un isomorphisme de ,F,(A) sur Hom,.J&(~)), K*). 
Demonstration. Comme i? est assez gros, la forme bilineaire ( , ),-j- met 
en dualite .X,(x) et .FO(A) et l’application Det est un isomorphisme de %,(A) 
sur Hom(.&(A), Z?*). Si A est decomposee, l’application Extf est un 
isomorphisme de ~YO(A) (resp. .&(A)) sur .3&i)” (resp. .&(A)‘). Le groupe 
,X,(A) est engendre par les elements de la forme [S, a] ou S est un A-module 
simple et CI E End,(S); End,(S) est un corps commutatif si A est supposee 
decomposee. Le resultat decoule alors du fait que (I? 0, End,(S))” est 
isomorphe a End,(S). 
L’homomorphisme d’extension des scalaires de K a I? n’est pas en general 
un homomorphisme injectif de T;(A) dans F,(x). En effet, comme on l’a vu 
precidemment, le probleme se ramene au cas ou A est un corps gauche D. 
Supposons que K est le centre de D; %,(A) est isomorphe a D*/[ D*, D*] et 
si j? est assez gros, .Fr(x) est isomorphe a K*. L’application Extf devient 
l’homomorphisme de norme reduite de D*/[D*, D * 1 dans K*. Dans ce cas, 
l’application Extf sera injective si et seulement si le noyau de la norme 
reduite est inclus dans [D*, D* 1. Toutefois, on a la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.8. Supposons que K est assez gros. Si K est un corps de 
nombres ou si K est localement compact, I’application Ext; est un 
homomorphisme injectif de .%,(A) dans .%(A). 
Demonstration. Si K est un corps de nombres, c’est le theoreme de Wang 
117); si K est localement compact, c’est le theoreme de Nakagama et 
Matsushima [ 121. 
On notera encore Det le compose’ de rhomomorphisme Extf et de 
Phomomorphisme Det de VI(x) dans Hom(.&@), I?*). C’est done un 
homomorphisme de .%;(A) dans Hom,(iZ/,(x), I?*). 
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L’application A * -.iF;(A) est surjective [ 1, p. 3661. Done si A est semi- 
simple (&(A) = .?,(A)) l’image de .Yl(A) par l’homomorphisme Det est tgal 
a l’image de A *; on notera encore Det(a) l’ilbment Det([A, a]). 
Explicitement cela se traduit de la facon suivante: 
PROPOSITION 2.9. Soit a E A* et M WI x-module de typefini, Dett,,,(a) 
est le dPterminant du I?-endomorphisme de M dt!fini par a. 
Dt!monstration. On se ram&e au cas oti A est simple, i?= K et M est un 
z-module simple. L’algebre A est alors isomorphe a M,,(K). L’image de a 
dans X,(A) est representee par IA, a]. Les K-espaces vectoriels Hom,(M, A) 
et M sont isomorphes a K”, et les K-endomorphismes respectifs dtlinis par a 
sont identiques sur K”. 
Remarque. On retrouve ainsi, dans le cas oti A est une algebre de groupe 
K[T], la definition de l’application Det introduite par A. Frohlich [6]. 
Pour la fin de ce paragraphe, on reprend les notations et hypotheses du 
premier paragraphe, et on note E la cloture integrale de R dans Z?, et 6 
I’ordre R@, 9. On suppose que k est une extension assez grosse de K. 
PROPOSITION 2.10. On a: 
Det(R(g(%))) = Det(Ti(A)) f? Hom,(.Z,,(~), R*). 
Dkmonstration. On dimontre tout d’abord le resultat lorsque R est 
complet pour la valuation discrete associee a un ideal premier p. 11 est clair 
que Det(R(@?((a))) est inclus dans Det(Xi(A)) n Hom,(ZO(~), R*), le 
diagramme suivant Ctant commutatif: 
Ext; 
.w,(FP>> - &(A) 
Ext$ E&T k 
.,qg(q) J+$ 77, (A). 
II est aussi clair que le resultat est vrai si K est assez gros. 
Le groupe des elements x E .X;(A) tels que Det (x) E Hom,,#,(~), R*) 
est engendre par les elements de la forme [S, a] ou S est un A-module 
simple. Avec les notations prectdentes on a [K OK S] = [ @wEC,GX (s”)w] oti 
S est un x-module simple et n est l’indice de Schur de [S] = x. 
On choisit fi un sous-%module de s” et soit M le sous B-module de 
@,@’ formee des elements m, tels que m, = mwfr VW, w’. On a 
R OR M = G. Le A-automorphisme a de S se decompose sous la forme 
0 wsG,CXa, ou a, E AutA((p)w). On a M,,(K) N Aut,(S”) et det(a,) est un 
entier; done a, est un automorphisme de M” et par suite a est un a- 
automorphisme de M. Ce qui montre que [S, a] appartient a ~(~(~)). 
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Lorsque R nest plus complet, le resultat dicoule de la commutativiti du 
diagramme precedent le thioreme 1.13. 
COROLLAIRE 2.11. Soit S&(A) le noyau de l’application Det de <T,‘(A) 
dans Hom,K(Ri(A), K*), alors quel que soit S c Y(R), ST;(A) est in&s 
dans .P’(g(%)). 
D&nonstration. On a SF, (A) c ~~(G?(~)) c .P’(%?(B)). 
On note .P(K) l’ensemble des places de Z?. Soit p E .P(K) et FD une place 
de I? au-dessus de p. Si D, designe le groupe de decomposition de VP, les 
autres places de K au-dessus de p sont de la forme ‘p” pour u parcourant un 
systeme de representants de G modulo D$. On identifie les trois algebres 
commutatives @oec,oV KwO, L [G] @r,oSl K, et K, 0, I?. 
Soit M un I?@, A-module, le Kdmodule K, OK M s’identifie a 
0 (rEG,L)V (Kw,&M). On definit ainsi un isomorphisme, note Extcq, de 
&@I dam ZIGI OalDcO, %(&OKA) par Extip([~l)=CoEclncl,~O 
[Kl, @,-Ml. Comme L [G] est un L[D%]-module libre, on en deduit un 
isomorphisme de Hom,V(TO(KV OK A), Kg) sur Homo,,(F,,,(R,,(K@, A), 
a FG,DVK$U) donne par le produit tensoriel par L[G] sur Z[Dv]. Cet 
homomorphisme commute avec les applications transposees de l’extension 
des scalaires. On peut done par passage a la limite inductive definir un 
isomorphismede Hom,Kp(ZO(KV OK A), Z?$) sur Hom,R(ZO(A>, (K,@, @*) 
ou cette fois K, (resp. K) designe une cloture algebrique de K, (resp. K) de 
groupe de Galois GKI, (resp. GK). 
On deduit des remarques precedentes et du corollaire 2.11 la proposition 
suivante dans laquelle J(K) designe le groupe des ideles de K: 
PROPOSITION 2.12. L’application Det se prolonge en une application 
encore, notke Det, de JTi(A) dans Hom,x(FO(~),J(K)). Pest un 
isomorphisme si et seulement si pour tout p E .9(R), I’application Det de 
.Yi(A,) dans Hom,J.&(~,& Z?$) est un isomorphisme. 
3. S-GROUPES DE GROTHENDIECK RELATIFS 
Soit R un anneau de Dedekind, K son corps des fractions et A une K- 
algebre, separable, semi-simple de dimension finie. Soit a un ordre de R 
dans A. 
On se propose dans ce paragraphe de decrire les groupes ~~~,r,,(~) et 
X”,,,,(a). La proposition 1.12 permet de se ramener au cas local et complet. 
Plus precisement on fait pour la suite de ce paragraphe les hypotheses 
suivantes: 
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On suppose que K est un corps local muni d’une valuation discrete vK 
associee a un ideal premier p, que R est l’anneau de valuation de K. On 
suppose que K est complet pour la topologie p-adique definie par v,. On 
note k le corps residue1 R/p. On suppose de plus que k est fini. Cette 
derniere hypothese entraine que K est localement compact et qu’il existe une 
extension galoisienne finie k’ de k assez grosse relativement a k’ Ok (TD/pD). 
On peut done appliquer le theoreme 2.7. Elle entraine d’autre part qu’il existe 
une extension K’ de K non ramifiee, galoisienne, d’extension residuelle k’/k. 
On deduit de [ 15, 5. XII, 2, p. 1921, que l’algibre K’ OK A est decomposee. 
L’hypothese de separabilite faite sur A entraine qu’il existe une extension 
galoisienne K de K assez grosse relativement a A. On peut en particulier 
prendre pour E une cloture galoisienne de K. On note G, le groupe de 
Galois de E sur K, E la cloture integrale de R dans i?, 2 la K-algebre 
K@,A, 5 l’ordre EOR TJ de E dans 2. 
11 suffit done de decrire .%@,,,,(a), .TO,,,,(%) et .% k,,,,(B) =.Zi,,,,(B) et 
plus precistment les sous-groupes de .T,(A):.F(@?(B)), F(qJn) et 
F(5F(a)) = GF(qp(Tq). 
PROPOSITION 3.1. Soit 5?? = Z’(B) ou 5F = %‘&(B). Si S est non vide ou 
g # qt,(a), l’application 6 de .3,(A) dans .X’&,(F) se factorise en un 
homomorphisme A rendant le diagramme suivant commutatif: 
Det(.Y,(A))/Det(p’(F)) d .w ;.,,,(q 
\ / 
,$,(A) 
Si S est vide et V = ~,,,(~), cette factorisation a lieu si et seulement si 
SF,(A) est inclus dans .F(%&(B)). En outre, A est unique et injective: elle 
est surjective si et seulement si l’application t deF’i(F) dans ,F,(A) est 
injective. 
Demonstration. Par definition, le noyau de 6 est F”(V). Le noyau de 
l’application Det de Det(T,(A))/Det(S@(%?)) est Z”(F) . SLF,(A). Le 
resultat decoule du thtoreme de factorisation, du theoreme 1.10 et du 
corollaire 2.11. 
Notation. Pour g sous-categoric de V(B), on pose 
Ifs(F) = Det(R’S(%Y)) c Hom,K(&(x), K*). 
Comme R est un anneau local, l’aplication qui a a E ‘IJ* associe l’element 
[a, a] de .Z~(TJ) est un homomorphisme surjectif. En utilisant l’abus de 
notation du paragraphe 2, on a: 
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PROPOSITION 3.2. H(G$,(~))= Det(a*). 
D’apres la proposition 2.10, on a H(p(B)) = Det(X,(A)) n 
HornGh(T@), R*). I1 reste a determiner HP(@r’(13)) = HP(‘F(TI)). Pour cela 
on note e l’homomorphisme d  X,,(B) dans .&(A) obtenu li partir de l’ex- 
tension des scalaires de R ci K (voir [ 161). 
Le theoreme 1.10 aplique a R donne une suite exacte 
oti .iy,,,,,(R) s’identifie au groupe des ideaux de R (ici isomorphe i K*/R *), 
X0(K) s’identifie a Z par l’application de dimension sur K et .&(R) s’iden- 
tifie au produit deZ et du groupe des classes d’ideaux de R. 
Comme au paragraphe precedent on peut definir une dualite entre 
.ivz.,,,(TJ) et .iv,(a). Au couple forme d’un element [P] dans .X0(B) et d’un 
element [M, (T, N] de .T~,,,,(ZJ) on associe l’element [ Hom,(R, M), a, 
Hom,(P, IV)] de .FO,,,,(R) identitii a K*/R*. Grace au fait que P est 
suppose projectif on obtient ainsi une application bilineaire de 
.&(a) x ~Z~3,,,(B) dans K*/R *, on la note det,. 
On note Det l’application qui a [M, a, N] E.T~,,,,(TJ) associe 
l’homomorphisme de Hom( FO(lo), K */R *) d onne par la dualite precedente. 
PROPOSITION 3.3. On a la proprie’te’ suiuante: 
vx E .F&J). VY E ,x,(A ), det,(x, 6(y)) = det,(e(x), y) R *. 
Le resultat est clair et se traduit par la commutativite du diagramme 
suivant: 





~o.rt-,(~> 5 Hom(&(3), K*/R *) 
air ‘e est I’application transposee de l’application e de ZO(B) dans ;V,(A). 
On notera encore Det le compose de l’application d’extension des scalaires 
de .T’&.,(lo) dans .X& (a) et de l’application Det de ,X&J%) dans 
Hom(&(%),Z?*/R*). C’est done un homomorphisme de .X~,,,,(B) dans 
Horn&@), K*/R*). 
PROPOSITION 3.4. L’application Det de Z’~,,,@) dans Hom,,(F@), 
2*/E*) est un homomorphisme injectif: 
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Dt!monstration. 11 est clair qu’il sufftt de supposer que Z? est une 
extension assez grosse de degre fini sur K. Le corps K est alors un corps 
local complet. Soit V son ideal de valuation. Comme ‘p est inclus dans le 
radical de Jacobson de %), l’application de reduction modulo ‘Q est un 
isomorphisme de A?#?) sur .;z’,(%/‘Q%) [ 1, p. 4491; 6/(pb est une E-algebre 
de dimension finie avec E= R/V. On a vue (proposition 1.12) que .T~,,,,(B) 
est engendre par les elements de la forme [M, 1, N] oti M et N sont deux a- 
reseaux d’un m2me A-module et M c N. On en deduit done un isomorphisme 
de .F~.,,,(B) sur F;(a) le groupe de Grothendieck des B-modules de 
torsion. Ce dernier s’identifie a .&(%/pa), car tout ID-module simple est un 
B/p%module. L’application de valuation identifie K*/R* a L (cette 
application se traduit sur .Z;,,,,(x) en prenant la longueur des suites de 
Jordan Holder des R-modules de torsion). 11 est clair que l’on retrouve ainsi 
l’homomorphisme de .K(‘,(‘D/pB) d ans Hom,K(T;(%/pb), Z) decrit au 
paragraphe 2 applique a la k-algebre BD/plD. 
L’application e commute avec l’extension des scalaires. On note F 
l’homomorphisme correspondant de .X,(B) dans .Z&i). On deduit que 
l’image de t?, notbe Im e; ne depend pas du choix de l’extension assez grosse 
E. 
PROPOSITION 3.5. P(F(TJ)) = Det(&(A)) n {flf(Im 2) c R*}. 
Dkmonstration. On utilise la commutativite du diagramme: 





4,rem 5 Hom,K(X@), K*/R*) 
et le fait que l’application Det est injective (proposition 2.8). 
PROPOSITION 3.6. On a Z”(‘;w(B)) 3X(,(B)) 32&(B)). 
Si A est we alg2bre simple, GF’(%Y(B)) = A?(%7(%)). 
Si 3 est un ordre he’riditaire, AF’(F(B)) =3(57(X3)) = A?(%$@)). 
Dtfmonstration. Les inclusions sont triviales. Si A est simple, il n’y a 
qu’une classe de A-module simple et X&4) est isomorphe a @osGK,c,Z~(7 si 
x est la classe d’un_A-module simple. On en deduit que F([B]) = CoEGKIGXxO. 
Si f E Hom,,&%&4), K*) est une unite sur Im e, on en dtduit que f(x) est 
une unite, done f E HomGK(A(A), x*). Si a est hereditaire, g,,,(B), d’ou les 
Cgalitts. 
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4. S-GR~UPES DES CLASSES D'UN ORDRE ARITHM~TIQUE 
Soit K une extension de degre fini de Q, L, la cloture integrale de Z dans 
K. Soit a une cloture galoisienne de Q contenant K, de groupe de Galois 
G,, et iz la cloture integrale de Z dans 8. 
Soit A une K-algebre semi-simple, de dimension finie. On note x la a- 
algebre semi-simple a @o A. 
Soit 9 un ordre de L, dans A, on note b l’ordre z @r ID de Z dans A. 
On note Y(K) l’ensemble des places de K et on identifie P(Z,) et l’en- 
semble des places non archimediennes de K. On a .9(K) = .P(.Z,) U Ym(K) 
oti ,Ya(K) est l’ensemble des places archimediennes de K. L’indexation par 
un element p E .9(K) designe la completion en p. On note J(A) (resp. J(a)) 
le groupe des ideles de A (resp. 8) et U(B) le sous-groupe de J(A) forme des 
id&s (xp)pE9p(Kj tels que xeE 3: pour tout p E 9(L,). On pose 
8, = K, OK 0 et 2, = L, Or Q. L’application Det se prolonge en un 
homomorphisme surjectif de J(A) dans Hom,J&(x), J(a)) (voir 
proposition 2.12). 
Soit p E 9(Z,), on note P@) le sou-groupe de .&(A) engendre par les 
classes [M] des z-modules M tels que pour tout !JI au-dessus de p, [M,] 
appartient a l’image de Q,. 
Soit p E *Ym(K), et soit ?, une place de I? au-dessus de p; par extension 
des scalaires de Kg a Es, le groupe C&(A,)_s’identifie a un sous-groupe de 
X~(~,& soit X’;(A,) le sous-groupe de Xi(A,) engendre par les XV-modules 
simples n’appartenant pas a ,$(A,) et d’indice de Schur egal a 2. On note 
P,(B) le sous-groupe de X,(A) engendri par les classes [M] des ,&modules 
M tels que pour tout ‘Q-au-dessus de p, [M,] appartienne a Z@,). 
Soit H’(%Y(‘D)) (resp. EP(F@))) 1 e 
forme des homomorphismes f tels que 
sous-groupe de Hom,K(&(x), J(a)) 
VP E Y”(Z,) - s, fV@ 11, = 2; (resp. il existe a E a$ tel que 
f@)p= D$,(a), pour tout p 
dans X,(A)); 
f (p&a)>, est reel et positif. 
TH~OR~ME 4.1. Soit a E J(A), on note aa l’unique D-module tel que 
(Da), = I&a,. Pour FF = q’(D) ou G? = SF@), Papplication a -+ [a] - [Da] 
de J(A) dans .7?‘:(g) se factorise en un unique isomorphisme q. rendant le 
diagramme suivant commutatif 
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Demonstration. Le resultat se deduit du thtoreme 1.12, des 
propositions 2.10, 3.2, 3.5 et du fait que Det(J(A)) est egal a l’ensemble des 
homomorphismes f de HomGK(&(~), J(a)) tel que f(P,(a)), soit reel et 
positif pour tout p E <Pa(K) (thtoreme de Eichler, voir [ 18, proposition 31). 
PROPOSITION 4.2. Si A est une K-algdbre simple, l’homomorphisme 
canonique de .9&(B) dans .!?&(‘1)) est bijectzypour tout S c , Y(Z,). 
COROLLAIRE 4.3 (S. Wilson [ 19 1). Si A est une K-algebre simple, 
.9&(B) est isomorphe a gl(YJI) pour tout S c .Y(Z,), oli 9JI est un ordre 
maximal de ZK dans A. 
Demonstration. La proposition 4.2 se deduit de la proposition 3.6. Le 
corollaire 4.3 se dtduit de la proposition 4.2 et du corollaire 1.7. 
Soit Hom&(Rr, J(Q)) = {.fE Hoq+@,, J(a)>, VP E .~“,WMf’@)), 
est reel et positif}. 
THJ~OR~~ME 4.3. Avec les notations du theoreme 4.1, pour F = 5FTP(%), 
l’application a --t [a, 1, %a] de J(A) dans 5X’~,r,,(%‘) se factorise en un unique 
homomorphisme A, rendant le diagramme suivant commutatif: 
Hom,iK(TO(A), J(Q))/Hs(GF) 2 Z Le,(W 
,:p;\ / 
J(A > 
L’homomorphisme Aa est injectif. L’homomorphisme A, est surjectif si 
Vp E .9(R) - S, l’homorphisme eP est injectif; Vp E S, l’homomorphisme de 
decomposition de &(A) dam .F”#,) est surjectif 
Demonstration. Ce thtoreme decoule immediatement des propositions du 
paragraphe precedent. 
5. PROPRIBTBS FONCTORIELLES DE.!?#)ET.~?':(~) 
On reprend les hypotheses et notations du paragraphe precedent. 
Dans ce paragraphe, on generalise les proprietes fonctorielles du groupe 
des classes projectives d’un ordre d’une algebre de groupes, don&es par A. 
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Frohlich [6]. Ces proprietes montrent en particulier que pour a = Z,[T], oti 
r est un groupe lini, Y;(D) et .T’~(B) sont des modules de Frobenius sur 
.Yi(K[T]) (voir [3]). 
(1) Soit F une extension finie de K. Le foncteur extension des scalaires 
de L, a L, donne un homomorphisme, note ExtJ’, de $“,(a) (resp. A?:(D)) 
dans <@“‘(a’) (resp. A?‘;‘(%‘)) ou B’ = ZFaHK X? et S’ est l’ensemble des 
ideaux premiers de Z, au-dessus des ideaux premiers de S. 
PROPOSITION 5.1. Pour g = g’(B) (resp. %?f&B)) et ST’ = g(B’) (resp. 
gfd(B’)) le diagramme suivant commute 
Hom,K(&(,?), J(a))/H om,K(X&T), 8*) H”(g) 3 ,T;(%Y) 
i I 
Exti. 
HomG,(.&(~), J@i))/H omc,(&(A), 8*) HS’(g’) 3 Yi(y?r) 
Dkmonstration. On utilise la commutativite du diagramme: 
Hom,K(&(x), J(n))/Hom,K(X#), 8*) % J(A > - .R~@q 
I I I 
Ext: 
Horn,&&(~), J(a))/Hom,F(Z#), 8*) c J(F OK A) -----+ A?;(w) 
et le theoreme 4.1. 
Inversement, le foncteur restriction des scalaires de L, a L, donne un 
homomorphisme Res; de ,p&‘(B’) (resp. .,?:‘(a’)) dans p”,(B) (resp. 
.Y-; (5))). 
On fait operer G, sur Hom(&(x), J(a)) par 
Vg E G,, VfE Hom(Z$I), J(Q)), vx E X((A), f”(y) = gf( yg -I). 
Pour cette operation on a Hom,F(Z;(z), J(a)) = Hom(X$(Aj, J(a))Gf. L’ap- 
plication de corestriction en dimension 0, definit un homomorphisme de 
Hom,F(Z;(J), J(a)) dans Hom,K(&(x), J(a)); on la note cYj.,K; on a 
Jc,KWb4 = rLG,,G, sf W). 
PROPOSITION 5.2. Avec les notations de la proposition pr&Gdente, le 
diagramme suivant commute: 
481/76/l-17 
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Dkmonstration. Soit aEJ(A’) oti A’=F@,A. On a d’une part: 
D’autre part, Res: o v&Det(a))= [a’] - [%‘a] ou a’ et 3’a sont 
consider& comme des ID-modules. Soit {~i}(i=,,.,.,r=I~:Kl, une base de 
n pE3=(h,) HF sur llpE9~z,) BK~- 11 existe Cai,j)i,j=l,...,r E JWLA)) telle We 
&a = xi aijlj. On en deduit que [a’] - [IJ’a] est egal a qa o Det(ai,j)i,,i. La 
formule VI.6 de A. Frohlich [6] donne n,,..,,, Det’(a) = Det(ai,j)i,j. 
(2) Soit A’ un K-algebre semi-simple de dimension fmie sur K 
contenant A. Soit a’ un ordre de Z, dans A’ contenant a. On suppose que 
A’ est un A-module libre. Le foncteur restriction des scalaires de ‘D’ i 3 
donne un homomorphisme, note Res&, de .Y#)‘) (resp. cXi(lD’)) dans 
r@) (rev. -CD>). 
Le foncteur extension des scalaires de 2 a p donne un homomorphisme 
de X0(x) dans .X&i’), car A’ est un 2 module libre, d’ou par transposition 
on a un homomorphisme ‘(Ext$‘) de HomGK(&@‘), J(o)) dans 
HOm&~#), .@)>. 
PROPOSITION 5.3. Pour 27 = ~(~) (req. %7$3)) et GT’ = g(Io’) (resp. 
ST@‘)) le diagramme suivant commute 





HomGK(&@‘), J(~))/HomGK(Z~(~), a*) HS(@‘) 2 c&“(@“) 
Dkmonstration. Soit a E J(A’), Resg, o rya,(Det a) = [a’] - [B’a] oti a’ 
et %)‘a sont consider&s comme des 3 modules. Comme 9 est un ID-module 
libre, soit (&)r (iGn une base de D’ sur li). 11 existe done une matrice 
(ai,j)i,j,,,.,n E J(M,(A)) telle que aAi = CjljaiJ. On a: 
[%‘I - P’al = VdDet((ai,j)i,j>). 
La formule VIII.4 de A Frohlich [6] montre que Det(ai,j)i,j = 
‘(Ext$‘) 0 Det a. 
Inversement, supposons que 3’ soit un B-module libre, le foncteur d’ex- 
tension des scalaires de 9 g 3’ donne, comme 9’ est suppose Ctre un a- 
module libre, un homomorphisme, note Extg’, de Y&(B) (resp. Z’s(a)) 
dans .?‘&(a’) (resp. .Xi(a’)). 
Le foncteur de restriction des scalaires de A’ a 2 donne un 
homomorphisme de .X,(x’) dans X,(J), d’oii par transposition on a un 
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homomorphisme ‘(Ress,) de Horn,,&&(~), J(o)) dans HomGK(X,(~‘), 
J@D 
PROPOSITION 5.4. Pour F = F(D) (resp. %‘@)) et GF’ = ‘iF(I3’) (resp. 
@;(a’)), le diagramme suivant commute: 





HomCK(j;W((Al), J(a))/H omG,(ZO(X), 8*) P(g?‘) % .2 i(g!) 
Demonstration. I1 est clair que si a E J(A) 
Extg’ o q,,(Det a) = qa, o Re&Det a) = (a’ oD9]- [B’ @~%a] 
= [a’]- [%‘a]. 
(3) Soit 8 un homomorphisme surjectif de A dans une K algebre A’ et 
9’ l’image de B dans A’. Le groupe .X&i’) s’identifie par 8* 6 un facteur 
direct de CX&4) car A est semi-simple. On a done par transposition 
un homomorphisme surjectif ‘8* 
HomGK(&&4’), J(a)). 
de Hom,,(X&4), J(a)) dans 
PROPOSITION 5.5. Pour 9 = 97(B) (resp. @f&B’)) et G?’ = g(9’) (resp. 
gt(B’)) le diagramme suivant commute si 8*(P,(3)‘)) c P&B), Vp E S: 





HomGK(&(A’), J(~))/Hom(.X(A’), 8*) IIS 2 .fi’i(g’) 
ozi ‘0* est un homomorphisme surjecttx 
6. S-GROUPES DES CLASSES D'UNE ALG~BRE DE GROUPE 
Soit r un groupe fini; on suppose dans ce paragraphe que 3 est l’algebre 
de groupe Z,[T] oti Z, est l’anneau des entiers d’un corps de nombres K. On 
note R, le groupe des caracteres de r dans 8. On identifie R, et &(Q(TI). 
TH~OR~ME 6.1. Pour 9 = Q(Z,[T]) (resp. GFf$,[P])), soit W(V) le 
sous-groupe de HomGK(R, , J(Q))f orme des homomorphismes f tels que: 
si p E S, f (cp), est une unite’ pour tous les caracteres r+3 tels que q(y) = 0 
lorsque rordre de y appartient a p, 
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si p E cP(z,) - S, f(v), est une unite’ pour tous les caracteres p de r 
(resp. il existe a E ZKp(r] * tel quef= Det c-r), 
si p E %Yw(K), p reelle, f (q), est reel et positifpour tous les caracteres v, 
symplectiques de r. 
Alors ,p&LZK[r]) (resp. .b”(.Z,[r]) est isomorphe a Hom,k(R,.J((i52))/ 
Homc,(R,, Q*) HS(g). 
Demonstration. On utilise le theoreme 5.1 et la caracterisation de 
P&Z,[T]) donnte par J.-P. Serre [16], thtoreme 37 et proposition 381. 
Le theoreme 4.3 applique a Z,[r] donne le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 6.2. Pour G? = E(Z,[r]) la suite suivante est exacte 
et pour e = gfp(zK[rl), H om&(R,, J(a))/HS(q) est isomorphe a 
J%el(@Y oi Hom&(&9 J@)) est l’ensemble des homomorphismes 
fE HomG,(Rr, J(a)) tel quef(q), est reel et positifpour tout p E Yw(K) et 
tout caractere u, symplectique de IY 
COROLLAIRE 6.3. Le groupe .p@(Z,[r]) est isomorphe a Et(W) ozi W 
est un ordre maximal de K[T] contenant Z,[IJ. 
Demonstration. On utilise le theoreme precedent ou le corollaire 1.10. 
Le groupe gt(!IJI) est bien connu; il s’identitie a nx%‘(+(C,) ou x 
parcourt un systeme de representants des classes de G,-conjugaison des 
caracteres irrtductibles de G, C, est le centre du facteur simple de K[T] 
correspondant a x et SF’%’ (C,) est le groupe des classes des idiaux de C,, au 
sens restreint si x est symplectique. 
La determination de .p&(ZK [r]) revient done a celle du sous-groupe 
O&(L,[r]) noyau de l’homomorphisme canonique de ,gB(ZK[r]) sur 
%(w-I). 
L’isomorphisme Hom,p(R,,J(~))/HomcK(R~, a*). H(SB(ZK[r])) dans 
n,%Y!‘(C,) est donne par l’application qui a fE Hom,,(R,., J(Q)) associe 
la classe des idtaux 9I Xf &finis par (sx,f)p =fOI)P(~CX)P. 
PROPOSITION 6.4. Le groupe G?$ p-1) est rimage par I’applicatio nz,,r, 
de FI pES,lrIEP U-E H omGK(Rr, a:), fP,(&Jrl) = 2; IIHomG,(~r, 2;). 
L’image de @&(Z [r]) dans n,GY!+(C,) est in&se dans le sous-groupe 
engendre par les ide’aux premiers de C, au-dessus des ideaux p appartenant a 
S et tels que Pordre de r, note ]r], appartient a p. 
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Demonstration. On utilise la description de .F,(ZKII’]) et .?@IKITI) 
donnie par le theorime 6.1. La deuxitme partie est alors evidente. 
COROLLAIRE 6.5. Si r est un p-groupe, pour tome par-tie S de .4;8(Z) 
z&(Z (L’]) est isomorphe a F!(!IJI). 
Demonstration. Si r est un p-groupe, on sait que les ideaux premiers au- 
dessus de p dans C, ont une classe nulle dans %?tt (C,). Done 2 L(Z [ I-1) est 
nul. 
PROPOSITION 6.6 Le groupe G?&(Z[r]) est trivial quel que soit S dans 
les trois cas suivants: 
r est un groupe metacyclique d’ordre pq non abelien (p et q premiers, q 
divise p - 1) 
r est un groupe diedral d’ordre 2p’(p premier) 
r est un groupe quaternionien d’ordre 4p’ (p premier). 
Demonstration. Pour tout entier n, on note [, une racine primitive niimc 
de l’unitt. Si r est metacyclique d’ordre pq, le groupe R, est engendre par q 
caracteres rp’, pour i = 1 ,..., q de degre 1 et d’ordre divisant q et (p - 1)/q 
carracteres ty/” de degrk q conjugks sur Q. On montre que P,(Z[r]) est 
engendre par cpi - 1 pour i = l,..., q - 1 et 1 + CwGGalCKiO) IJ/” oti K est le 
centre du facteur simple correspondant g IJI (K = Q(y)). Soit f tel que 
fv,(Z v-1) = 2:) alors fb) est une unit6 pour tous les caractkres irrtduc- 
tibles de R,. On montre que P,(Z [r]) est engendrk par y. On conclue que 
5?&(Z[r]) est trivial car l’ideal premier au-dessus de q dans a(<,) est prin- 
cipal. On utilise les mimes arguments pour le groupe diedral d’ordre 2p’ et 
4p’ et en remarquant que P,(L [r]) est engendrk par les caractkes irrkduc- 
tibles de degri: 2 et que P,,(Z [r]) est engendrt: par les caractires v, - 1 oti v, 
est de degrt: 1 et les conjugues des caracteres irriductibles de degri 2. 
PROPOSITION 6.7. Soit r un groupe abelien d’ordre pq (p et q premiers) 
S = {p, q}; .Y&(Z [r]) est isomorphe a gt(Q(&,)) x g’e(Q(&)) x Vt(Q(&,,); 
G’$! [r] est isomorphe au sous-groupe de g&(Q([,)) X F’e(Q([,)) x 
Ft(Q($,,)) engendre’ par la clusse de Z’ideal (Z [[,I, pL [&I, p-‘Z [&,,I) et de 
l’ideal (qZ[&], Z(&,],q-‘Z[&,]) ozi p (resp. q) est l’ideul premier de Z[&,] 
(resp. Z [I;,]) au-dessus de p (resp. q). 
Demonstration. Soit pp (resp. (Do) un caractere irreducible de R,. d’ordre 
p (resp. q). Le groupe P,(.Z[r]) (resp. P,(Z[r])) est engendre par 
&l + LW@~b,~lcQ 9; > (rev. &Cl +_CosGal~~~l,~,~~ vp “)) pour i = l,...,p 
(resp. i = l,..., q). Soit fE Hom,,(R,, Q!:), on en dtduit que f((pL)-’ = 
n ~EGa,(~,lq),~~f(~4~~)“. La proposition 6.3 permet de conclure. 
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